Maximos y Minimos 1

Extremos Locales '

Entre las caracteristicas geometricas basicas de la graficas de una funcién estan sus puntos extremos, en
los cuales la funcién alcanza sus valores mayor y menor.

Definicién 1. Si f: u CR™ — R es una funcion escalar, dado un punto xo € u se llama minimo local
de [ si existe una vecindad v de xg tal que VY x € v f(x) > f(xg). De manera analoga, o € u es
un mdzimo local si existe una vecindad v de xq tal que f(x) < f(zo) V =z € v. El punto xo € u es un
extremo local o relativo, si es un minimo local o mdzximo local.

v

Maximo local

Minimo local

Un punto xo es un punto critico de f si Df(xq) = 0.
Un punto critico que no es un extremo local se llama punto silla.

Teorema 1. Criterio de la primera derivada Si uw € R es abierto, la funcion f : u C R® — R es
diferenciable y xo € u es un extremo local entonces V f(x) = 0, esto es xg es un punto critico de f.

Demostracion.Supongamos que t alcanza su méximo local en zy. Entonces para cualquier h € R"
la funcion g(t) = f(z + th) tiene un maximo local en ¢ = 0. Asi, del calculo de una variable ¢’(0) = 0 ya
que como ¢(0) es maximo local, g(t) < g(0) para ¢ > 0 pequeno

ttd t
Analogamente para t < 0 pequefio tomamos
t)—g(0
t—ty t

Ahora por regla de la cadena

of of of
10) = 2L (o)t + 2L (wo)ha + -+ 2L (20)ho = h
90) = 5 ~(@o)h + 5= (z0)ha + -+ 5= (w0)ho = V f(20)
Asi Vf(zg)-h =0 Vh de modo que Vf(xzp) = 0. En resumen si xy es un extremo local, entonces
8f (xg) =0 Vi=1,...,n. En otras palabras V f(z¢) = 0. [
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Maximos y Minimos 2

Ejemplo Hallar los maximos y minimos de la funcién f : R2 — R, definida por
fz,y) =2® +y? — 20 — 6y + 14
of af

Solucién: Debemos identificar los puntos criticos de f resolviendo —— =0

I , 8—y:0para z,v,
20 —2=0 2y—6=0
De modo que el punto critico es (1,3). Como
flz,y) = (x2—2w+1) + (y2—6y+9) +4=(v— 1)2+(y—3)2—|—4
tenemos que f(xz,y) > 4 por lo tanto en (1,3) f alcanza un minimo relativo.

0]
Ejemplo Considerar la funcién f : R? — R, f(x,y) = 4 — 22 — y? entonces a—f = —2x, i —2y. f
€z Y
solo tiene un punto critico en el origen, donde el valor de f es 4. Como

fla,y) =4— (" +v°)
tenemos que f(x,y) < 4 por lo tanto en (0,0) f alcanza un méximo relativo.

Ejemplo En el siguiente ejemplo mostramos que no todo punto critico es un valor extremo
Sea f(x,y) = 2%y + y%x tenemos que sus puntos criticos son

a—f:2xy—|—y2 g:2xy+x220
ox oy

2my—|—y2:O r=1y
2 =
2zy+ 2 =0 =y

2oy +y° =0 = 2%+’ =0 = —¢y*=0= y=0 = 2=0

por lo tanto

tomando r = —y tenemos que

tomando = = y tenemos que
20y +12=0 = 22+ =0 = —-3°=0=> y=0 = =0

por lo tanto (0,0) es el tinico punto critico.
Ahora bien para f(x,y) tomamos x =y

f(z,z) =223

la cual es (< 0si z < 0)y (> 0siz>0)por lo tanto el punto critico (0,0) no es ni méximo ni
minimo local de f
Ahora bien para f(z,y) tomamos z = —y

flz,—x)=0 Vz

por lo tanto el punto critico (0,0) no es ni maximo ni minimo local de f
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Maximos y Minimos 3

Requerimos un criterio que dependa de la segunda derivada para que un punto sea extremo relativo. En
el caso particular n = 1 el criterio es f”(z) > 0y f”(z) < 0 para méximo o minimo respectivamente para
el contexto de varias variables usaremos el hessiano el cual esta definido por

1 &
B =g 3 G k)

Recordando un poco de la expresiéon de taylor

52 ¢

N2 -2 .
fe) = Fow) + (52) @=e0)+ (52) w-w)+ 5 <" S @m0 120 @)y —yo) + 2L <y—yu>2>
z /), oy /, 2! oy?,

ox2p dyozx ,

La expresion en rojo

e ) O 2
o] ((‘).7721)(1/ —20)° + 20?/&”1)(1 —x0)(y —yo) + 02 (¥ — o) )

P

Define una forma cuadratica que podemos escribir

o'y o
. Ox? Oyox xr — I
S5i@ =20 ¥ —yo) ( - )
2! %  9f o
dzdy 9y?

Teorema 2. Sea B = [ Z IC) ] y H(h) = 1[h, hs] [ z ZC) ] ( Zl ) entonces H(h) es definida positiva
2

si y solo sia >0 yac—b>>0.
Demostracion.Tenemos

1

H(h) = 5

si completamos el cuadrado

2 2
H(h) = L (m + Zh2> + E <c — b@) h3

2 2
supongamos que h es definida positiva. Haciendo ho = 0 vemos que a > 0. Haciendo h; = —ghg c— % >0
6 ac — b? > 0 De manera analoga H (h) es definida negativa si y solo si a < 0y ac — b? > 0. ]

Criterio del maximo y del minimo para funciones de dos variables Sea f(z,y) de clase C® en un conjunto
abierto v de R2. Un punto zg,yo es un minimo local (Estricto) de f si se cumple las siguientes tres

condiciones:

o 9
1) 5L (zo0,90) = 3L (w0, 0)

2
H) %(%,yo) >0

2 2 2 2
111) (g;ﬁ) (gyé) - (aiafy) > 0 en (z9,yo) (Discriminante)
Si en II) tenemos < 0 en lugar de > 0 sin cambiar III) hay un méximo local

# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IIT



Maximos y Minimos

Ejemplo: Sea f : R? — R la funcion dada por f(z,y) = 2(x — 1)2 + 3(y — 2)? tenemos entonces que
O —a(e—1) Y =6(y-2)

por lo tanto % =0 =

=1 g—i =0 = y=2por lotanto g = (1,2) es un punto
(gQit}i‘CO 62 32f 82f
4 0
— =4, —= =6 = =0 H(1,2)= =24>0 V(x,y) € B(1,2

podemos decir que f tiene un minimo relativo en (1,2)
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